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Elementy rachunku macierzowego

Przedstawione porgj informacje stanowikrétkie przypomnienie elementéw rachunku
macierzowego niezlolne dla zrozumienia podstaw metody elementowickanych.
Algorytmy obliczeniowe MES wymagapiejednokrotnie szerszej znajofoorachunku
macierzy.

Macierzy prostolitna [a,] 0 wymiarach mxn nazywamy funkej, ktéra kadej
uporzdkowanej parze zmiennych naturalnycfi,k), 1=12,..m, k=12,..nh
przyporadkowuje liczle rzeczywist a,. Macierz zapisujemy w postaci tablicy
prostokitnej majcejm wierszy in kolumn:

a1 %y 3 8y

[A=[a,]= a:21 a:22 a:zs E (D.1)

mxn

W przypadku, gdynm=n macierz nazywamy kwadrataw

Macierz diagonala nazywamy macierz kwadratgyw ktorej wszystkie elementy poza
lezacymi na gtownej przeknej (diagonali) g réwne zeru(a; =0,i # j).

Macierz [ A] nazywa bedziemy wektorem-kolumni oznacza { A} ={a} i=1,2,..m.

mx1

Macierz[ A| nazywa bedziemy wektorem-wierszefmoznacza | A|=|a | i=12,...n.

Ixn

Macierzy pasmow nhazywamy macierz kwadratgw ktorej wszystkie niezerowe
elementy lea na przektnej gtdbwnej (diagonali) i vk réwnolegtych do diagonali liniach
z kazdej strony @, =0 jesli fi - j| > k).

(A] = "

Liczbe (2k +1) nazywamy szerokoia pasma, a liczp (k+1) — szerokécia pétpasma
macierzy[ A .

Macierz jednostkowy o wymiarzen nazywamy macierz diagonalm jednostkowych
elementach niezerowych
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[11=[J,] = (D.2)

O O O Bk
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gdzie 9, oznacza symbol Kronecke_ré'k =1gdyi=k, Jik_: 0, gdyizk.

Macierz transponowanmacierzy[ A =[ajk] nazywamy macieriA]T =[ay] powstah

mxn nxm

przez przestawienie wierszy i kolumn. W szczeg@nmamy| q|' ={q} i {q}' =|q].

Macierz symetryczg nazywamy macierz kwadratgyndla ktérej[A]T =[A (&, =a,).

Podstawowe dziatania na macierzach
Sumy macierzy| A] =[a,] i [B] =[b,] nazywamy macierfC| =[a, +b,] .

mxn mxn mxn

Operacja dodawania macierzy wymaga zgédnaymiaréw macierzy sktadowych.

lloczynem macierzy[A]:[a,.k] przez liczle rzeczywissi A nazywamy macierz

mxn

[B] =[]
mxn
lloczynem macierzyf A] =[a,] przez macier B| =[h,] nazywamy macierC] =[c,]
mxn nxp mxp
taka, ze:
n i=12,..m,
= - b. . D.3
i ;a” a k=1,2,..p (D-3)

Mnozenie macierzy jest niiwe jedynie w przypadku, gdy liczba kolumn piernegz
macierzy jest réwna liczbie wierszy drugiej macyerz

Mnozenie macierzy nie jest przemien{{&[ B #[ B[ A ).

W podecznych obliczeniach iloczyn macierzy oblicza sizzsto za pomag tak
zwanego schematu Falka:

b, -~ b, - by

bnl bnk np
_ail a, - o ah_ _C11 Clp_
ay o A | _le Crm_
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Ck = Zaijbjk =a,b, +a b, +..+a,b,
=t

Wybrane witasn&ci dziatah na macierzach

1. [AB0G)=(ALB T (D.4)
2. alATE=(dA)DB ¥ A& B) (D.5)
3. (AP8) 48T1A" (D.6)

Wyznacznik macierzy
Wyznacznikiem macierzy kwadratoweﬁA]:[qk] nazywamy liczb rzeczywisg

det[A], ktora zdefiniowana jest przez zeki
1) dlan=1 defA]=a,
Ix1

2) dlan=2 deffA]=a,@,-a,@, (D.7)

2x2

3) dlan=3 wyznacznik oblicz§ mazna wybieragc dowolny wiersz
i stosowa& tzw. rozwinicie Laplace'a
det[A]:aTlarl+ar2ar2+"'+arn rn:zarjarj (D.8)
j

a, hazywamy dopetnieniem algebraicznym elemeajumacierzy [A] i

obliczamy wg wzoru
ay =(-)) de{ M, (D.9)
gdzie [M,;] jest podmaciewz macierzy [A] powstat przez wykrélenie

r-tego wiersza j-tej kolumny macierzyA.
W szczeg6lnéci dla n =3 otrzymamy wybierajc r =1
detfA]=a,,[{a,,[@,;[a 5a ) —a,[(a ,[a ;5a L& )t
+ta;, Eﬂazl (&g, —ala 3)
Wyznacznik oblicz§ mozna réwnie stosugc analogiczne rozwiacie

Laplace'a wzgidem wybranej kolumny.
Macierz, ktdrej wyznacznik jest rowny zeru nazywamgciera osobling.

(D.10)

Rzedem macierzyA nazywamy najwikszy wymiar podmacierzy kwadratowej powstatej
przez wykrglenie czsci wierszy i kolumn, dla ktérej wyznacznik jestzny od zera.
Rzedem macierzy nieosobliwej o wymiarngest wec n. Rzad macierzy osobliwej jest
mniejszy nk jego wymiar.

Wybrane wtasnéri wyznacznika
1. Jeeli jakiekolwiek dwa wiersze (kolumny)asliniowo zalene (dag sic
przedstawd w postaci liniowej kombinacji pozostatych) to waEk
wyznacznika jest rowna zeru.
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2. det[A]=det[AT .
3. Wyznacznik macierzy diagonalnej jest réwny ilpoawi jej elementow

diagonalnych.
4. det([A](B]) =det[A] [det[B].

Macierz odwrotna
Macierz odwrotry nieosobliwej macierzyA] nazywamy maciergA]  taka, ze

[NDATHATAE] £4 .

Istnieje doktadnie jedna macierz odwrotna maci@izgsobliwej

- 1
[A] 1:m aik]T,

gdzie a, sa dopetnieniami algebraicznymi element@y macierzy [A].

Uktad réwnan liniowych. Zagadnienie wiasne
Uktad m réwnaa liniowych zn niewiadomymi

ia"j ,=h (i=1,2,--,m)

zapis& mazna w postaci macierzowej

[Al{x} ={b}

mxn nx1 mx1
Uktad nazywamy sprzecznym, gdy nie posiaddnego rozwjzania, oznaczonym - gdy
posiada doktadnie jedno rozanie, albo nieoznaczonym, gdy posiada nigéskenie
wiele rozwizan.
Twierdzenie Kroneckera-Cappelliego uzal istnienie rozwjzania uktadu od ezlow
macierzy uktadu

&; & 0 Qy
[A]:
Gu Gy Gy
I macierzy rozszerzonej
&; & Ay bl
[C] — & 8p v Ay bz
mx(n+1)
8n 8n, v 8m by
Rzedem macierzy [A] nazywamy najgkszy wymiar kwadratowej podmacierzy
macierzy [A] majcej rézny od zera wyznacznik i oznaczarR([A]).

Zgodnie z twierdzeniem Kroneckera-Cappelliego

a) ukfad rowna jest sprzeczny, gdR(A) # R(C)

b) uktad réwné jest oznaczony, gdiR(A) = R(C) =n

c) ukiad jest nieoznaczony, gdB(A) = R(C) <n
W przypadku macierzy kwadratowém=n) ukiad jest w¢c oznaczony jedynie w
przypadku, gdydet[A]# 0. Rozwihzaniem ukitadu jest wtedy
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{4 =1A{t}
Rozwigzywanie ukfadéw réwna metody poszukiwania macierzy odwrotnej jednak
zazwyczaj nie jest stosowane. Inne, bardziej eWekéy metody poszukiwania
rozwigzania wymagaj zwykle mniejszej liczby operacji arytmetycznych.
W przypadku jednorodnego uktadudéwnai z n niewiadomymi

[A{x ={0}
istnieje zawsze rozwzanie trywialneg{x} ={0} .
Rozwigzania nietrywialne istnigj wtedy i tylko wtedy, gdyR([Al)<n, a wic w
przypadku, gdydet[A]= 0.

Wartcici wiasne i wektory wiasne
Liczbe A i nieznany Wekt0|{ x} nazywamy odpowiednio warcig wtasry i wektorem

wiasnym macierzy A], jesli spetniap rownas¢

[A{x} =2{x} .
Wektor wiasny mee by wyznaczony jedynie z doktadéma do mnanika, tzn.
jesli {x} jest wektorem wtasnym to{x} jest nim rownie.
Po przeksztalceniu rownania wtasnego do postaci:
(tA-A1){4 ={0}
stwierdz¢ mazna, ze wartdci wilasne A s3  pierwiastkami  wielomianu
charakterystycznego macierzy [A]
p(A) =det([A]-A[I]) = A"+ BA™ + A" ? +..+ 5, =0
Numeryczne rozwgzanie zagadnienia wlasnego nie polega jednak nwigpaniu

wielomianu charakterystycznego.
Stosowaneagzwykle inne, przewanie iteracyjne techniki obliczeniowe.

Forma kwadratowa. Dodatnia okreslonosé
Wyrazenie typu

Q=33 axx =\ x|[Al{¥,

i=1 j=1
gdzie [A] jest macierz symetrycza nazywamy form kwadratovds zmiennych x,

1=12,..n.

Jeili dla dowolnego niezerowego Wektofax} Q>0 to forme kwadratowg nazywamy
dodatnio okré&lona.

Jeili Q<0 — forme nazywamy ujemnie okgng. Te same okienia stosowanegsw

stosunku do macierzy [A] definagej funkcg kwadratovs (dodatnia i ujemna
okreslonosc).

Uogodlniory formg kwadratowg hazywamy wyraenie typu:

Q=32 axx + Y =L x [ Al +

i=1 j=1
Ekstremum formy kwadratowej jest okiene przez warunki

R _

— =0, i=1,.n

X
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Powyzsze warunki zapisane w postaci macierzowe] przyymw przypadku
symetrycznej macierzyA] posta

2[A){x} +{b} =0.
Otrzymany ukiad réwna liniowych stanowi warunek konieczny i dostateczny
ekstremum formy kwadratowed({x}) a w przypadku, gdy macierz [A] jest dodatnio
okreslona stanowi warunek minimum.
Szczegl6lne wiasgoi macierzy typowego ukiadu réwhaw MES (symetria,

pasmowe¢, dodatnia okrdonos¢) 3 wykorzystywane w procedurach obliczeniowych
dla zwikszenia efektywngei obliczen.

PRzYKLADY
PrzyktAD 1
1 2
Niech[A] =|3 4 |. obliczmy[ A] DA ™.
5 6
1 3 5
2 4 6
Wedtug schematu Falka: 1 2][ 5 11 17
41111 25 3
5 6 _17 39 6
5 11 17|
i [C]=[ADAT =11 25 39/
17 39 61
PRZYKLAD 2

Wykaza, ze macierz sztywni elementu belki [k] jest osobliwa
6 3 -6 3
2EJ|3 2% -3 I?
-6 -3 6 -3
a3 1> -3 2°
W macierzy [K] zauway¢ mazna liniows zaleznosé migdzy wierszami (i kolumnami), & wniosek,ze wyznacznik

musi by zerowy. Na przyklad wiersz pierwszy jest wynikiggreemnaenia wiersza trzeciego przez —1. Wiersz
pierwszy mae by tez otrzymany przez sumowanie wierszy drugiego i ceggr i podzielenie wyniku przez

[k] =
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PrzyktAD 3
2 1 1

Niech[Al =[1 1 O|.wyznaczy [A ™.
0 0 1

Wyznaczamy najpierw warfé wyznacznika:
det[A]= 20-1¢ - 0Oy ¢ BO@: OO0 O« ip o1 e 2=1
det[A]=1.

Oznacza toze istnieje macierz odwrotna. Macierz dopetréégebraicznych jest w tym przypadku rowna:

1 -1 0
[@]=|1 2 o
-1 1 1
a1 T
Std [A] —m aik]
1 -1 -1
[A™*=1 2 1
0O 0 1

Sprawdzamy:

100
[APA™=|0 1 0 =[I].
001



